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WYKAZ WAŻNIEJSZYCH OZNACZEŃ 

A − pole przekroju czynnego pod pokrywą lodową [m2]  
Bo − szerokość przekroju czynnego na powierzchni wody [m]  
C − wielkość zachmurzenia [−] 

C  − współczynnik wiążący naprężenia ścinające przy dnie z prędkością turbulencji [−]  
CD − współczynnik efektywności przekazywania siły od wiatru na powierzchnię wody [−] 
CL − ciepło właściwe lodu [J·g−1·K−1] 
Cw − współczynnik oddziaływania wiatru [−] 
dw − głębokość wody liczona od dna do dolnej powierzchni pokrywy lodowej [m] 
es − ciśnienie pary wodnej nasyconej [mb] 
ea − ciśnienie pary wodnej [mb] 

aF


 − siła związana z oddziaływaniem wiatru na lód [N]  
Ff − siła tarcia działająca wzdłuż brzegu obszaru [N] 
Fk − siła kohezji pomiędzy lodem a brzegiem [N]  
FN − siła normalna do brzegu obszaru [N] 
Ft − siła styczna do brzegu obszaru [N] 

wF


 − siła pochodząca od oddziaływania płynącej wody na lód [N]  
FrCr – krytyczna liczba Froude’a dla rozbudowy dynamicznej pokrywy lodowej [−] 
g − przyśpieszenie ziemskie [m·s−2] 
G


 − siła grawitacji [N] 
H − rzędna zwierciadła wody [m] 
Hw − głębokość zastępcza wody liczona od dna kanału do zwierciadła wody [m] 
hWL − współczynnik wymiany ciepła między wodą a lodem [W·C·m–2] 
IR − natężenie opadu deszczu [mm·godz−1] 
IS − natężenie opadu śniegu [mm·godz−1] 
Iso − stała słoneczna przyjmowana [W·m−2] 
K − funkcja interpolująca zwana jądrem interpolacji [−] 
K − liniowy wymiar szorstkości [m] 
kL − przewodność cieplna lodu [W·m−1·C−1] 
kW − przewodność cieplna wody [W·m−1·C−1] 
l − długość wygładzenia [m]  
LL − ciepło utajone topnienia lodu [kJ·kg−1] 
M − masa optyczna atmosfery [−] 
ML − masa jednostkowa (na powierzchnię) cząstki lodu [kg·m−2]  
Mk − gęstość rozkładu masy w odniesieniu do cząstki k [kg·m−2] 
N − koncentracja powierzchniowa lodu [−] 
nd − współczynnik szorstkości Manninga dla dna [s·m−1/3]  
nL − współczynnik szorstkości Manninga dla dna lodu [s·m−1/3]  
no – wypadkowy współczynnik szorstkości Manninga [s·m−1/3]  
Pd, PL − obwody zwilżone odniesione do dna kanału oraz do dolnej powierzchni pokrywy lodo-

wej [m] 
Q − natężenie przepływu [m3·s−1] 
qx, qy − przepływ jednostkowy wody w kierunku x i y [m3·s−1] 
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R – promień hydrauliczny [m]  
R


 − siła pochodząca od naprężeń wewnętrznych lodu [N]  

rr ,  − wektory kierunkowe opisujące położenie rozpatrywanego punktu i punktu sąsiedniego [m]  
RH − wilgotność względna [%]  
S − spadek linii energii [–] 
ST − suma średnich temperatur dobowych [C] 
t − zmienna niezależna odniesiona do czasu [s] 
Ta − temperatura powietrza [C] 
Tak − temperatura powietrza [K] 
Ts − temperatura powierzchni wody [C] 
Tsk − temperatura powierzchni wody [K] 
Tt − ciepło topnienia lub zamarzania wody [C] 
u, v − składowe prędkości powierzchniowej lodu w kierunku x i y [m·s–1] 

u  − prędkość dynamiczna [m·s–1] 
uw, vw − składowe prędkości wody w kierunku x i y [m·s–1] 
Vcr − prędkość graniczna dla statycznej pokrywy lodowej [m·s–1] 
Ver − prędkość erozyjna lodu [m·s–1] 

LV


 − prędkość lodu na powierzchni wody [m·s–1] 
Vp − prędkość powierzchniowa wody [m·s–1] 

wV


 − prędkość wody [m·s–1] 
d

w
L

w VV ,  − prędkość średnia wody w strefie działania tarcia od lodu lub dna [m·s–1] 
W − prędkość wiatru [m·s-1] 
x, y − zmienne niezależne odniesione do odległości [m] 
 − wysokość położenia Słońca [] 
 − deklinacja słoneczna [] 
a − emisyjność atmosfery [−] 
s − emisyjność powierzchni wody [−] 
xy, xx, yy − współczynniki lepkości dynamicznej [Pa·s] 
 − całkowita grubość pokrywy lodowej [m]  
 − grubość pokrywy lodowej liczona od jej dolnej powierzchni do linii zwierciadła wody [m] 
z − kąt zenitu []  
 − stała Karmanna [−] 
f − współczynnik filtracji przez lód [m·s–1] 
 − współczynnik zaniku promieniowania w lodzie [m–1] 
a − gęstość powietrza [kg·m–3] 
L − gęstość lodu [kg·m–3] 
s − gęstość śniegu [kg·m–3]
w − gęstość wody [kg·m–3] 
 − stała Stefana-Boltzmana [Wm–2·K–4] 
xx, yy − składowe normalne naprężenia wewnętrznego w lodzie lub rumowisku lodowym [Pa] 
xy, yx − składowe styczne tensora naprężeń wewnętrznych [Pa] 
ax, ay − naprężenie styczne wytworzone na skutek działania wiatru [Pa] 
dx, dy − naprężenie styczne przy dnie w kierunku x i y [Pa] 
gx, gy − naprężenie styczne pomiędzy lodem a dnem kanału w kierunku x i y [Pa] 
Lx, Ly − naprężenie styczne na dolnej powierzchni lodu w kierunku x i y [Pa] 
sx, sy − naprężenie styczne na powierzchni kanału kierunku x i y [Pa] 
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 − kąt tarcia wewnętrznego dla rumowiska lodowego [] 
w − kąt tarcia wewnętrznego pomiędzy lodem a dnem kanału [] 
 − szerokość geograficzna [] 
 − całkowity strumień ciepła [W·m–2] 
B − promieniowanie długofalowe powierzchni ziemi [W·m–2]  
E − strumień ciepła wynikający z efektu parowania [W·m–2] 
H − strumień ciepła konwekcyjnego [W·m-2] 
R − strumień ciepła wynikający z promieniowania krótkofalowego słońca [W·m–2] 
S − strumień ciepła wynikający z opadu deszczu lub śniegu [W·m–2] 
So − całkowite promieniowanie krótkofalowe padające na powierzchnię płaską [W·m–2] 
 − azymut słoneczny [] 
 − kąt godzinowy [] 
 
 





WSTĘP 

 Model matematyczny jest opisem sposobu działania układu i jego reakcji na wprowa-
dzane zakłócenia. Może on być wykorzystany na etapie planowania lub projektowania 
obiektów inżynierskich jak również optymalizacji działań już istniejących budowli. Symu-
lacja pracy planowanego obiektu w warunkach modelowych jest niezbędna w celu ustalenia 
najlepszej lokalizacji i sposobu pracy tego obiektu w celu zaspokojenia wszystkich potrzeb 
użytkowników. 
 W odniesieniu do obiektów hydrotechnicznych często stosowaną praktyką jest wyko-
nywanie modelu hydraulicznego, który jest wykonywany w skali i przy zachowaniu prawa 
podobieństwa. Drugą możliwością jest wykorzystanie modelu matematycznego, który 
z założenia ma umożliwić przedstawienie dowolnego zagadnienia hydraulicznego przez 
rozwiązanie odpowiednio skonstruowanych równań matematycznych. Oba przedstawione 
podejścia cechują się pewnego rodzaju przybliżeniem w stosunku do rzeczywistości. Do-
brze zaprojektowany model hydrauliczny jest w stanie prawidłowo odtworzyć rzeczywi-
stość, jednak na skutek zmiennej skali przełożenie wyników modelowych na działanie 
prototypu może nastręczać sporych trudności. Dodatkowo należy wziąć pod uwagę fakt, że 
oddziaływanie większości obiektów hydrotechnicznych ma znaczny zasięg przestrzenny. 
Wobec czego model wykonany w rozsądnej skali będzie kosztowny ze względu na swój 
rozmiar. 
 Z drugiej strony dysponujemy narzędziem w postaci modelu matematycznego, który 
bazuje na rozwiązaniu równań opisujących wszystkie procesy zachodzące w naturze. Nie-
stety nie ma możliwości skonstruowania pełnego matematycznego opisu rzeczywistości ze 
względu na zbyt duży stopień skomplikowania oraz nieznajomość wszystkich procesów 
fizycznych. Dodatkowo, większość równań matematycznych opisujących zjawiska hydro-
dynamiczne nie ma rozwiązania analitycznego, co oznacza, że przy rozwiązaniu równań 
posiłkujemy się metodami numerycznymi. W tym kontekście model numeryczny jest 
uproszczeniem, sprowadzonym do postaci dyskretnej, których rozwiązanie w formie nume-
rycznej jest aproksymacją rozwiązania dokładnego. Z tego względu wyniki modelu nume-
rycznego są przybliżeniem rzeczywistości, które będzie tym dokładniejsze im bardziej 
szczegółowo opiszemy zjawiska naturalne oraz im lepszy schemat rozwiązania numerycz-
nego wykorzystamy. Za wykorzystaniem wyników modelowania numerycznego do wspo-
magania procesu projektowania przemawia stosunkowo niewielki koszt poniesiony na 
zastosowanie tego modelu do rzeczywistego obiektu inżynierskiego. Prawidłowe rozpo-
znanie procesów towarzyszących inwestycjom przekłada się na znaczne oszczędności w ich 
realizacji i wyższy zysk wynikający z prawidłowego działania obiektu. Bez tego etapu 
pracy większość założeń, przyjmowanych zarówno na etapie planowania lub przy projek-
towaniu budowli, musi bazować na tak zwanej wiedzy ogólnej, doświadczeniu projektanta 
przy podobnych obiektach lub szacunkach wynikających z niekoniecznie słusznej opinii 
eksperckiej. Aby wyzbyć się subiektywnej oceny niezbędne jest przedstawienie rzetelnych 
obliczeń popartych prawidłowo przyjętymi danymi wejściowymi. 
 Wraz z rozwojem mocy obliczeniowej komputerów coraz więcej procesów fizycz-
nych zachodzących w naturze jest możliwych do modelowania na drodze numerycznej. 
Zjawiska lodowe nie stanowiły nigdy głównego trendu w pracach badawczych zespołów 
naukowych. Badanie zjawisk lodowych na rzekach zostało zapoczątkowane w połowie 
zeszłego stulecia, ale dopiero w ostatnich dekadach nastąpił znaczny postęp wiedzy na ten 
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temat. Najistotniejszą pracą podsumowującą wczesne badania i osiągnięcia w dziedzinie 
dynamiki procesów lodowych jest monografia Ashton’a [8], które będzie kilkukrotnie cy-
towane w mojej pracy. Opis matematyczny zjawisk lodowych jest skomplikowany ze 
względu na złożoność procesu oraz dużą ilość elementów mających wpływ na zachowanie 
się lodu na rzekach. W modelowaniu tworzenia się lodu na rzekach należy uwzględnić 
procesy związane z termiką wody, nukleacją kryształów lodu, powstawaniem lodu brzego-
wego lub lodu prądowego (śryżu), transportem lodu prądowego w całej objętości wody 
oraz kry lodowej na powierzchni wody. Jeśli chcemy zająć się pokrywą lodową i jej rozbu-
dową istotne jest uwzględnienie przyrostu grubości lodu na skutek procesów termicznych, 
sposobu zachowania dopływającej kry lodowej do górnej krawędzi pokrywy oraz wszel-
kich procesów zatorowych w postaci zatorów podwieszonych i innych. Z kolei modelowa-
nie rozpadu pokrywy lodowej wiąże się z symulowaniem topnienia termicznego lodu na 
skutek zjawisk meteorologicznych. Drugim możliwym scenariuszem rozpadu pokrywy 
lodowej jest proces dynamiczny, któremu zwykle towarzyszy gwałtowny spływ skruszonej 
kry lodowej, co potencjalnie może prowadzić do powstawania zatorów. Wszystkie przed-
stawione sytuacje wymagają szczegółowego przestudiowania pod względem fizyki procesu 
a następnie sformułowania odpowiedniego opisu matematycznego. 
 Początkowo symulowano procesy lodowe w formie statycznej, przez uwzględnianie 
dodatkowej powierzchni, na której występują odpory ruchu dla poruszającej się wody, co 
przedstawili Pariset i Hausser w latach sześćdziesiątych ubiegłego wieku [113, 114]. Model 
ten jest stosunkowo prosty i wymaga jedynie uwzględnienie dodatkowego współczynnika 
szorstkości w równaniu zachowania pędu, oraz zmniejszenia przekroju czynnego o unoszą-
cą się na powierzchni pokrywę lodową. Oczywiście w tak skonstruowanych równaniach nie 
ma możliwości modelowania zatorów lodowych pod względem ich lokalizacji i czasu po-
wstawania. Modele uproszczone były i nadal są szeroko stosowane z uwagi na swoja pro-
stotę i dużą dostępność [25, 96]. Od lat osiemdziesiątych ubiegłego wieku rozpoczęto pró-
by modelowania dynamiki lodu na rzekach, które zakończyły się stworzeniem w ośrodku 
naukowym uniwersytetu Clarkson modelu matematycznego DynaRICE, którego pomysło-
dawcą jest H.T. Shen [86, 142]. Model ten jest jak dotąd jedynym, który umożliwia okre-
ślenie miejsca i czasu powstania zatoru lodowego bez uprzedniego definiowania tej lokali-
zacji. Jest to bardzo pomocne narzędzie przy projektowaniu obiektów hydrotechnicznych 
mogących wpływać na potencjał zatorowy rzeki. 


